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Ein statistisches Modell fiir den Grundprozef3
in der Quantentheorie der Teilchen

Von Fritz Borp

Aus dem Institut fiur theoretische Physik der Universitit Miinchen
(Z. Naturforschg. 8a, 228—233 [1953]; eingegangen am 15. November 1952)

Der Grundprozefl der Quantentheorie der Teilchen kann quantenstatistisch und korre-
lationsstatistisch beschrieben werden. Im letzten Fall handelt es sich um die Korrelation
zwischen zwei (bzw. drei) Zeitreihen mit alternativen Merkmalen.

ine Reihe unserer Untersuchungen! iiber die
Statistik in der Quantentheorie geht von fol-
genden Antithesen aus:

1. Die Unschéarferelation zieht nach verbreiteter,
fast allgemein angenommener Auffassung Unan-
schaulichkeit und Nichtobjektivierbarkeit nach
sich.

. Die Unschérferelation enthélt begrifflich nichts,
was man sich nicht anschaulich und gegenstidnd-
lich vorstellen kénnte; denn sie macht nur eine
Aussage iiber mittlere Schwankungsquadrate.
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Wir zweifeln an der Endgiiltigkeit dieser Antithese
und fragen darum: Gibt es Vorstellungen, die fiir
die Quantentheorie spezifisch sind und dieser in ahn-
licher Weise zugrunde liegen wie die Vorstellung des
Massenpunktes der Newtonschen Mechanik ?

Die Vergleichbarkeit, die wir mit dem Wort ,,ihn-
lich‘‘ heraufbeschwéren, besteht nur in der erkennt-
nistheoretischen Relation zwischen unseren Vorstel-
lungen von den Dingen und den Dingen selbst.
Wir wollen keineswegs ein klassisches Modell der
Quantentheorie entwickeln. Es ist von zahlreichen
Autoren gezeigt worden, daf dies nicht moglich ist,
ohne die Quantentheorie abzuindern. Wir zitieren
diese Beweise, weil wir uns iiberzeugt haben, daB
sie auch in unserem Zusammenhang kritischer Ana-
lyse standhalten.

Weder diese Beweise, noch unsere Untersuchung
beriihren die Frage, ob es klassische Theorien gibt,
die zwar von der Quantentheorie verschieden sind,
ihr aber so nahe kommen, daBB die Unterschiede in
den geldufigen Experimenten unterhalb der Grenze
des Beobachtbaren liegen. Gegenstand unsrer Un-
tersuchung ist allein die Quantentheorie in ihrer
gegenwartigen Form.

1 7Z. Naturforschg. 2a, 202 [1947]; 7a. 82 [1952].

In der Diskussion beschrinken wir uns auf ein
sehr elementares und fundamentales Problem, den
Grundprozef3.

Darunter verstehen wir einen, auf den alle andern
zuriickgefiihrt werden kénnen. Auf den Beweis, dal3
es einen solchen gibt, brauchen wir hier nicht ein-
zugehen, weil es zur Behandlung des Themas ge-
niigt, einen beliebigen speziellen Quantenprozell zu
analysieren. Doch sei bemerkt, dal die Struktur der
Quantentheorie der Wellenfelder oder der Quanten-
theorie der Teilchen, wie wir lieber sagen wollen,
auf einen solchen Grundprozefl hinweist.

Nach der Graphenmethode von Feynman kann
man das Rechenverfahren zur Behandlung von
Quantenprozessen durch Liniennetze kennzeichnen.

Abb. 1. Spezieller Graph.

Abb. 1 zeigt als Beispiel den berithmten Graph zur
Berechnung der Mikrowellen-Feinstruktur des H-
Atoms. Ein Elektron kommt aus der Richtung 1
an. Es emittiert im Punkt A ein (virtuelles) Licht-
quant L und fliegt selbst in der neuen Richtung 2
weiter. Im Punkt C findet eine Wechselwirkung mit
dem Kern statt, eine Art Photonenaustausch, in der
Figur a genannt. Nach dem Akt fliegt das Elektron
in der Richtung 3 weiter und absorbiert im Punkt B
das von A kommende Lichtquant wieder. Der Vek-
tor 4 stellt die Richtung des Elektrons nach allen
Prozessen dar.

Wir kommen zu dem Modell, das wir diskutieren
wollen, wenn wir diese Linien nicht nur als Symbole,

@ROIS)

in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
ND

Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu erméglichen.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift flir Naturforschung

Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fiir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



MODELL FUR DEN GRUNDPROZESS IN DER QUANTENTHEORIE 229

sondern als reelle Weltlinien betrachten, die wegen
der Moglichkeit von Erzeugungs- und Vernichtungs-
prozessen die topologische Struktur von Linien-
netzen haben. Wie schon erwiahnt, brauchen wir auf
eine kritische Analyse dieser realen Auffassung der
Graphen nicht einzugehen. Wir wollen aus dieser
Auffassung nur eine Folgerung ableiten, die allein
durch das, was sie leistet, begriindet sein moge.
Wenn die Graphen Weltliniennetze sind, dann muf}
alles Geschehen durch die Knoten des Netzes be-
stimmt sein. Es muf aus lokalen Vernichtungs- und
Erzeugungsprozessen folgen. Fiir eine solche Auffas-
sung spricht auch, dafl die Operatoren der Quanten-
theorie der Teilchen bei Verwendung von Lage-
koordinaten nur solche Prozesse beschreiben.

Nach diesen Feststellungen konnen wir unsere
Aufgabe ganz konkret formulieren. Es soll gezeigt
werden, daf3 die Quantentheorie der lokalen Erzeu-
gungs- und Vernichtungsprozesse aus statistischen
Vorstellungen folgt. Natiirlich brauchen wir hierzu
spezielle Voraussetzungen, die die Quantentheorie
implizieren. Das Kriterium dafiir, ob wir unser Ziel
erreicht haben, ist nicht die Voraussetzungslosig-
keit, sondern die Vertrédglichkeit der Voraussetzun-
gen mit der Grundvorstellung.

Wir fassen einen einzigen Raumpunkt ins Auge
und beobachten, ob in ihm ein Teilchen vorhanden
ist oder nicht. Im Laufe der Zeit wird sich der Zu-
stand des Punktes, besetzt oder unbesetzt zu sein,
andern. Wir wollen uns iiberlegen, welche Voraus-
setzungen es erméglichen, das Gesetz dieser Ande-
rung zu erfassen.

Einige dieser Voraussetzungen haben wir bereits
beildufig genannt. Die erste lautet:

I: Es ist moglich, einen einzigen Raumpunkt ins
Awuge zu fassen. Ein solcher Punkt ist experimentell
durch ein Zahlrohr, durch ein Nebeltrépfchen oder
durch feinere Indikatoren bestimmt. Wir machen
die Annahme, dafl die Festlegung dieses Punktes
mit beliebiger Feinheit moglich sei. Angesichts des
Singularitdtenproblems in der Quantentheorie der
Teilchen ist es duBerst zweifelhaft, ob diese An-
nahme der Wirklichkeit entspricht. Aber sie ist ge-
boten, da wir nur die gegenwartige Situation der
Quantentheorie analysieren wollen.

Die zweite Voraussetzung besteht in der An-
nahme, entscheiden zu kénnen, der Punkt ist leer
oder besetzt. Was dies bedeutet, wenn wir den
Punkt durch einen bestimmten Indikator definie-
ren, ist evident. Von hier aus ergibt sich mit der be-

reits genannten Einschrinkung die Moglichkeit, den
Grenziibergang zu einem idealen Punkt im Euklid-
schen Sinne zu machen. Wir wollen die Annahme
noch verschiarfen und sie in folgender Form aus-
sprechen:

II: Existenzbeobachtung ist moglich. Andere Be-
obachtungen gibt es micht.

Eine determinierte Beschreibung des elementaren
Vorgangs des Auftauchens und Verschwindens in
unserem Punkt koénnte darin bestehen, eine un-
stetige Funktion der Zeit ¢ (f) anzugeben, die in ver-
schiedenen Zeiten die Werte 0 oder 1 annehmen
kann, je nachdem der Punkt leer oder besetzt ist.
Welche experimentellen Fahigkeiten wiirde die Be-
stimmbarkeit einer solchen Funktion voraussetzen ?

Die Schwierigkeit der Bestimmung von &() be-
steht darin, daB einerseits sich diese Funktion auf
den ungestorten Ablauf der Anderungen beziehen
soll und daf3 andrerseits jede Beobachtung den Ab-
lauf des sich selbst iiberlassenen Systems unkorri-
gierbar zerstort, in dem es einen neuen Vorgang an
die Stelle des alten setzt. Oft sagt man, daBl man
Funktionen wie &(¢f) nur bestimmen kann, wenn
man die Storungen beliebig klein zu halten vermag.
Wenn diese Voraussetzung zutrifft, dann ist es offen-
sichtlich, dafl die Bestimmung keine Schwierigkei-
ten macht. Aber in der angegebenen Form ist die
Aussage erstens nicht vollstindig und zweitens nicht
als Kriterium geeignet.

Letzteres ist nicht der Fall, weil vorausgesetzt
wird, daBl wir wissen, wie der ungestorte Ablauf der
Anderungen aussieht. Die Unvollstandigkeit ergibt
sich daraus, daB3 eine determinierte Beschreibung
unter geeigneten Voraussetzungen auch bei beliebig
grofer Storung moglich sein kann. Wir wollen des-
halb von einer Voraussetzung auszugehen suchen,
die unabhangig davon gilt, ob die Stérungen klein
oder groB sind.

I11: Der ungestorte Ablauf der Anderungen des Be-
setzungszustandes kann an demselben Vorgang nur in
einem Augenblick beobachtet werden.

Solange wir kein Kriterium fiir den ungestorten
Ablauf haben, gilt diese Annahme nicht nur fiir das
spezielle Problem der Quantentheorie. Sie ist viel-
mehr auch in der klassischen Physik zu beachten.

Weitergehende Aussagen hingen davon ab, ob es
experimentell gelingt, vergleichbare individuelle
Situationen herzustellen. Wenn wir solche Situatio-
nen reproduzieren kénnen, léiBt.sich £(t) bestimmen,
indem wir Einzelbeobachtungen zusammentragen,
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die zwar verschiedenen, aber vergleichbaren Situa-
tionen entstammen und darum wie von einer
Situation herriihrend behandelt werden kénnen.
Wir gelangen so zu der Frage: Wie ist es moglich,
die Reproduzierbarkeit zu erkennen? Wir stellen
Situationen mit bestimmten Apparaten her, die wir
in bestimmter Weise verwenden. Die Apparate und
ihre Handhabung sind zur Reproduktion von
Situationen geeignet, wenn gleichartige Beobach-
tungen in vergleichbaren Zeitpunkten stets das
gleiche Ergebnis liefern. Das Charakteristikum der
klassischen Physik ist, daB es in diesem Sinn repro-
duzierbare Situationen gibt und dafl man dariiber
hinaus erkennt, was zwar fir die Determinierung
nicht wesentlich, aber fiir den Experimentalphysi-
ker sehr angenehm ist, daBl man die Storung durch
die Beobachtung klein halten kann. Ob Reprodu-
zierbarkeit besteht, kann nicht a priori gewil sein.
Fiir Elementarteilchen gilt als vierte Voraussetzung:

1V: Individuelle Situationen sind nicht reprodu-
zierbar.

Diese Annahme ist fiir die Quantentheorie wesent-
lich und charakteristisch.

Hierauf beruht die Notwendigkeit einer statisti-
schen Beschreibung. Sie besteht in der Synopsis
einer Gesamtheit von Situationen. Wir beobachten
in einem bestimmten Augenblick in jedem Punkt
der Gesamtheit den Existenzzustand und konnen
damit die relativen Haufigkeiten oder, was synonym
ist, die Wahrscheinlichkeiten w, und w, fiir Nicht-
existenz und Existenz in einem bestimmten Augen-
blick, etwa zur Zeit ¢ angeben.

Dies gelingt durch Beobachtung der ungestérten
Gesamtheit nur einmal. Genau wie im Fall indivi-
dueller Situationen kénnen wir den zeitlichen Ab-
lauf nur bei Voraussetzung der Reproduzierbarkeit
feststellen. Jetzt handelt es sich aber nicht mehr um
die Reproduzierbarkeit individueller Situationen,
sondern um die von Gesamtheiten. Objekt der Ge-
setzlichkeit in der Quantentheorie ist priméar die
Gesamtheit. Es tritt nur deshalb nicht die Gesamt-
heit an die Stelle des Individuums, weil Aussagen
iiber die Gesamtheit nicht unmittelbar durch Be-
obachtung an der Gesamtheit, sondern durch Aus-
zédhlung individueller Situationen in ihr gewonnen
werden. Wir ergdnzen daher Voraussetzung IV in
folgender Weise:

V: Gesamtheiten sind reproduzierbar. Es gibt Ap-
parate und Handhabungen, die Gesamtheiten liefern,
bei demen zu vergleichbarer Zeit ausgefiihrte, gleich-
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artige Beobachtungen stets dieselben relativen Hdufig-
keiten oder Wahrscheinlichkeiten liefern.
Reproduzierbare Gesamtheiten fithren zu den
Wahrscheinlichkeiten w, (¢) und w, (¢) als Funktionen
der Zeit. Da w, 4+ w, = 1 ist, geniigt es, die Differenz

wy (t) — wy () (1)

zu betrachten. Wir nennen w ,,Wahrscheinlichkeits-
spanne‘‘ und betrachten fortan diese Wahrschein-
lichkeitsspanne als eine experimentell bestimmte
Funktion der Zeit.

Obwohl wir vorausgesetzt haben, dafl es neben
Existenzbeobachtungen keine andern gibt, ist mit
w(t) iiber die ungestérte Gesamtheit noch nicht
alles gesagt, was wir sagen kénnen. Denn neben der
direkten Beobachtung kann es noch Beobachtungen
mittels spezieller Instrumente geben, deren Funk-
tion ist, daBl sie den ungestorten Ablauf des Vor-
gangs, charakterisiert durch nebenstehende Hori-
zontale, in definierter Weise durch einen modifizier-
ten ersetzen, etwa derart, dafl der ungestorte Ab-
lauf bis zur Zeit ¢, oder bis zur Zeit ¢ unverédndert
bleibt und von da an durch K, bzw. K in reprodu-
zierbarer Weise ersetzt wird. Wir deuten das in
Abb. 2 durch die Seitenwege K, und K an. Die Ab-

w(t) =

Lt

’GI I’( Abb. 2. Mittelbare Beobachtung.

bildung ist so zu verstehen, dall wir entweder den
ungestorten Ablauf von — oo bis 4 oo betrachten
oder nur bis zur Zeit £, und anschlieend K, oder bis
zur Zeit ¢t und anschlieBend K. Nun beobachten wir
zu den Zeiten ¢, + v und ¢ + 7 die unverinderten
Wahrscheinlichkeitsspannen

w(ty) =w, w(t) =w

(2)
und auf den Abwegen K, bzw. K zu den Zeiten ¢,
bzw. t die veranderten Spannen

Wty 7) = W' (bg) =", W(t+T)=w (f) =w'. (28)

Wenn die Abénderungen definiert sind, die K, und
K bewirken, kénnen wir @’ und w’ auf die Zeit-
punkte ¢, und ¢ zuriickprojizieren [vgl. das erste
Gleichheitszeichen in den beiden Gl. (2a)] und
diirfen darum annehmen, daf3 diese Wahrscheinlich-
keitsspannen selbst in gewisser Weise Aussagen iiber
das ungestorte System machen. Wenn wir in £, und ¢
die gleiche Apparatur verwenden und sie in der-
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selben Weise handhaben, so miissen %’ und w’ dhn-
lich wie @ und w in vergleichbarer Weise auf den
- ungestorten Vorgang bezogen sein. Wir sagen, daf3
wir in £, und ¢ neben den Wahrscheinlichkeiten fiir
die Existenz noch die fiir eine zweite GréBe be-
stimmt haben, die wir mit Riicksicht auf ihre fol-
gende Definition etwas formal ,,Koexistenz‘‘ nennen.
Der entscheidende Punkt ist, ob wir ein Krite-
rium dafiir finden, dal K, und K dieselbe Messung
liefern. Man muB irgendeine Relation zwischen K|
und K herstellen. Diese kann sich nur in dem aus-
driicken, was wir beobachten kénnen. Das sind die
Wahrscheinlichkeitsspannen in (2) und (2a). Wie
diese Relation aussehen muf3, kann nur die Erfah-
rung bestimmen. Wir behaupten, daBl die folgende
Forderung mit den Erfahrungen iiber Quantenvor-
gange im Einklang ist:

VI: In jedem Zeitpunkt gibt es zwei Beobachtungen,
welche Wahrscheinlichkeitsspannen bestimmen, deren
Quadratsumme eine Konstante der Bewegung ist. Die
direkte Beobachtung liefert die Existenzspanne, diese
mittels geeignetem Instrument die Spanne der Koexi-
stenz.

Bezeichnen wir die Spannen wie oben mit w und
w’, so gilt fiir die Zeiten ¢, und ¢:

k2 = @2 + 0’2 = w? + w'? = const. (3)

Damit sind wir mitten in der Quantentheorie.
Bilden wir ndmlich die Matrizen:
° 1 (14+w. @ 14w, w
-3 b 2={3") L)@
so haben diese gerade die Eigenschaften der statisti-
schen Matrizen im Sinne v. Neumanns?2. Sie sind
symmetrisch, ihre Spur ist 1, und ihre Determinan-

“ten sind gleich. Es ist

o
w o, 1—a

o 1
det P = det P = - (1 — k?). (da)

Wir kénnen sie daher durch eine orthogonale Trans-
formation verbinden:

o it cosa, sina
P=8PST, S = : s
—sinax, cosa
.7 s ’
) w w—ww _
sin2q = YO (5)

Physikalische Grolen werden nach Aussage der
Quantentheorie durch symmetrische Matrizen ¥

2J.v. Neumann, Die mathematischen Grundlagen
der Quantentheorie, Springer-Verlag 1932; vgl. auch
M.Delbriick u. G. Moliére, S.-B.preull. Akad.Wiss.,
physik. math. K1. 1936, Nr. 1.

dargestellt. Es gibt in unserem Fall reeller Matrizen
zwei unabhéngige Grofen:

L. 0% . 0, 1 X

FIZ(O’_1)7F2:(1,O)' (b)

Ihre Mittelwerte zu den Zeiten ¢, und ¢ berechnen
sich quantentheoretisch aus den Gln.

F= Spur (ISF), F = Spur (PF). (7)
Hieraus folgt:

Fo=i, Fy=w; F,=w Fy=w. (8)
Man erhilt also gerade die oben angegebenen Wahr-
scheinlichkeitsspannen, so daB} sich unser Modell
den Gleichungen der Quantentheorie unterordnet.
Die Groflen F', und F, sind komplementdr. Das
ergibt sich quantenmechanisch aus folgender Be-
trachtung. F, geht aus ¥, durch eine Orthogonal-
transformation hervor: F,=K”F K mit

1 1,1
K:V2—(_1’1). 9)
Die Matrix K liefert mit Riicksicht auf @ - @' = K®

als charakteristische Transformationen der Zu-
standsvektoren (Wahrscheinlichkeitsamplituden):

o= () 52 5 )

oo D) (1 (2 ()

Zustande der Bestimmtheit gehen hiernach in solche
volliger Unbestimmtheit iiber und umgekehrt. So-
mit stehen #; und F, in komplementérem Verhalt-
nis.

In unserm Zusammenhang ist die direkte Ana-
lyse der Komplementéritit von groBBerem Interesse.
Abb. 3 zeigt eine Ebene, in der man die beiden
Kennzahlen der Gesamtheit w und w’ als Punkt

Abb. 3. Zustandsbereich.

darstellen kann. Da jede Wahrscheinlichkeitsspanne
im Intervall (— 1, 4 1) variieren kann, ist der De-
finitionsbereich durch das schraffierte Quadrat be-
stimmt. Wenn wir annehmen, da3 das Geschehen
in der Gesamtheit durch w und w’ vollstdndig defi-
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niert ist, wie es Gl. (5) entspricht, sind die Koordi-
naten w,w’ zur Zeit ¢t Funktionen von w, %’ zur
Zeit t,. Diese Funktionen sind nach Gl. (5) linear.
Beliebige lineare Transformationen

w=a + b + cw,

w =a + bw -+ c v

(10)

bilden das Quadrat in ein Parallelogramm ab. Beide
Flachen werden sich im allgemeinen iiberschneiden.
Dabei gehen wohldefinierte, d. h. im Quadrat lie-
gende Punkte in undefinierte, d.h. auBerhalb
liegende Punkte iiber und umgekehrt. Wenn an-
fangs alle Punkte des Quadrates, d. h. wenn alle
denkbaren Zustinde der Gesamtheit auch realisier-
bar sind, miissen alle Punkte des Quadrates in
diesem bleiben. Das Bildparallelogramm muf} also
ganz im Innern des Quadrates liegen. Hieraus folgt,
daB solche statistischen Prozesse notwendig nicht-
wmkehrbar sind.

Umgekehrt folgt daraus bei linearer Transforma-
tion, wenn ein statistischer Prozel3 umkehrbar ist,
konnen nicht alle Gesamtheiten vorkommen. Nach
Gl. (3) werden in Abb. 3 Kreise um den Ursprung
in sich tbergefithrt. Dabei bleiben nur die Punkte,
die innerhalb des Einheitskreises liegen, stets in dem
Quadrat. Punkte innerhalb der Eckzwickel kénnen
aus dem Quadrat herauswandern und sind daher
nicht realisierbar. Wiederum gilt, dafl sich diese
Aussage auf die Gesamtheit bezieht, nicht auf das
Individuum.

Speziell folgt, dafl die Eckpunkte des Quadrates,
definiert durch w = + 1 und w’ = = 1 keine mog-
lichen Gesamtheiten darstellen. Da |w| =1 Ge-
wilheit bedeutet, gibt es keine Gesamtheiten, in
denen die Zustdnde der Existenz und Koexistenz
im ganzen System einheitlich bestimmt wéren.
Realisierbar kénnen nur Punkte sein, fiir die

2 =w? 4+ w?2=<1

(11)

ist. Da wir Gesetze nur fiir die Gesamtheit und
nicht fir individuelle Systeme haben, ist es nicht
nur unvorstellbar, sondern unmdglich, diese auf das
Individuum anzuwenden. Es wire daher vollig
sinnlos, aus obiger Feststellung zu schliefen, daf3
der individuelle Punkt im Raum nicht genau wisse,
ob er besetzt oder leer sei.

Da w=0 Gleichverteilung bedeutet, ist k£ ein
MaB fiir den Ordnungszustand der Gesamtheit. Tat-
sichlich ist £ aufs engste mit der Entropie? ver-

3J.v. Neumann,l. c.2
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wandt, die fiir eine quantenstatistische Gesamtheit,
wenn man die Boltzmann-Konstante als Einheit
wihlt, durch

1) = — Spur P log P (12)

definiert ist. Da die Spur einer Matrix gleich der
Summe ihrer Eigenwerte ist, folgt hieraus

7 = log2 — % [Q + k) log (1 + k)
+ (1 —klog (1 —k)] (12a)

Forderung VI besagt hiernach, das Ordnungsmaf %
(die Entropie 7)) ist eine Konstante der Bewegung.
Diese Forderung ist offenbar mit dem Liouville-
schen Satz der statistischen Mechanik identisch.
Das Maximum der Entropie tritt im Falle volliger
Unordnung, also bei Gleichverteilung ein. Diese
Ubereinstimmung mit einem Satz der statistischen
Mechanik kann natiirlich nicht zu der Annahme
verleiten, dafl unser Modell sich doch auf ein klas-
sisches reduzieren liee. Es kann sich hier nur
darum handeln, dal die Thermodynamik auch in
der Quantentheorie gilt, eine Voraussetzung, die ja
bekanntlich zu den historischen Grundlagen der
Quantentheorie gehort.

Die OrdnungsmaBle der Einzelgrofen |w | und
| w' | sind gegenldufig. Wenn |w | wéchst, nimmt
| w’ | ab und umgekehrt. Sie bezeichnen also kom-
plementére GroBen, wie hier ganz unmittelbar er-
sichtlich ist. Der Zustand maximaler Ordnung ist
durch k=1 (y=0)* definiert. In diesem Fall zieht
vollstandige Ordnung bei einer Grofle Gleichvertei-
lung bei der andern nach sich; denn aus |w |=1
folgt im Falle £ =1, daBl w’ = 0 ist. Wieder erkennen
wir die Komplementéritit. Wenn k=1 ist, gilt
ferner

det P = 0, (13)

d. h. wir erhalten die statistische Matrix fiir einen
reinen Fall. Die Punkte im Innern des Einheits-
kreises stellen Gemenge dar.

Zum SchluBl erwihnen wir noch ein etwas all-
gemeineres Problem. Wir nehmen an, dal wir in
jedem Zeitpunkt drei unabhingige Wahrscheinlich-
keitsspannen w, w’ und w’’ bestimmen konnen, eine
direkt und zwei mit Instrumenten, die wahlweise
einschaltbar sind. Es soll méglich sein, die Apparate
so auszuwihlen, dal} stets
(14)

k? = w? + w'? 4+ w'’2 = const

4 Nernstsches Theorem.
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eine Konstante ist. Dann kann man den drei Wahr-
scheinlichkeitsspannen eine hermitesche Matrix zu-
ordnen:

1 (14w, w4+ itw” _
P= ?(w’—iw”, 1—10)’ (15)
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aus der die Quantentheorie in komplexer Form ge-
nau so wie oben in reeller folgt. Wir begniigen uns
mit diesem Hinweis; denn es geniigt uns gezeigt
zu haben, daBl die Modellfahigkeit nicht auf die
klassische Physik beschrankt ist.

Ubergang von der mikrokanonischen zur kanonischen
Gesamtheit mittels 3-Funktion

Von Frirz Borpr

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitat Miinchen
(Z. Naturforschg. 8a, 233—234 [1953]; eingegangen am 10. Februar 1953)

Im folgenden wird gezeigt, dafl die Diracsche d-Funktion ein brauchbares Hilfsmittel
ist zur Behandlung mikrokanonischer Gesamtheiten. Sie wird zur Ableitung der kano-
nischen Verteilung eines Makrosystems in einem Wirmebad aus einatomigen Molekiilen

benutzt.

‘ N Tir denken uns einen makrophysikalischen Kor-

per, der, isoliert betrachtet, durch die Hamil-
ton-Funktion H,(®,) beschrieben werde. Darin
stehe @, fir simtliche kanonischen Koordinaten
des Makrosystems. W. Gibbs hat eine Gesamtheit
aus lauter solchen Makrokérpern untersucht und
die Gleichgewichtsverteilung angegeben, die sich
einstellt, wenn die Partner der Gesamtheit Energie
austauschen und wenn dabei die Wechselwir-
kungsenergie nicht ins Gewicht fallt. Er erhalt die
kanonische Verteilung. Sie gibt also die Wahrschein-
lichkeit der verschiedenen Zusténde in einem Ma-
krokorper an, der sich in einem Warmebad befin-
det, welches in der Rechnung ein ideales Gas aus
Makrokorpern ist. Aus thermodynamischen Griin-
den ist das Ergebnis fiir Makrosysteme in beliebigen
Wirmebddern giiltig, obgleich das Gibbssche
Wirmebad nur in Gedanken existiert.

Wenn man die Partikel des Warmebads mit in
die Rechnung einfiihrt, ist die Gesamtheit mikro-
kanonisch. Es entsteht die Aufgabe, die kanonische
Verteilung fiir ein Makrosystem aus der mikro-
kanonischen Verteilung fiir Makrosystem -+ Warme-
bad abzuleiten. Das soll mittels Diracscher 6-Funk-
tion geschehen. Dabei wollen wir insofern etwas
weniger formal als Gibbs vorgehen, als wir ein
Wirmebad annehmen, welches aus einem idealen
Gas aus einatomigen Molekiilen bestehen moge.

Wenn H'(®,) ...H' (Dy) die Hamilton-Funk-
tionen der Molekiile sind, in denen @; die kano-
nischen Koordinaten des i-ten Molekiils bezeichnet,

so erhalten wir als Verteilungsfunktion fiir das Ma-
krosystem :
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Der Faktor €, bestimmt sich aus [f (H,) d @,=1 und
braucht hier nicht angegeben zu werden.

Zur Auswertung dieses Integrals beniitzen wir die
Fourier-Zerlegung der §-Funktion
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Hiernach lautet (1)
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Die Integrale iiber die Phasenvolumen d®; . . d®@y
hingen mit der Zustandssumme zusammen. Fiir
einatomige Gase gilt:
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Damit lautet Gl. (2) mit einer neuen Konstante

c, N i F T
jHy = 5= [ ap=ram et e—mar, @
Der Integrand ist im Nullpunkt extrem singulér.
Der Integrationsweg ist unterhalb vorbeizufiihren,
damit f(H,) fir £ — H,<0 verschwindet.



